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Goal of the lecture: understand the content and interpretation of the two figures 



Motivation 
Lecture 1:  Basics  (26.9.) 
Ø  Motivation  
Ø  Frequentist and Bayesian Probability  
Ø  Parameter Estimation from Maximum Likelihood 
Ø  Frequentist Confidence Intervals a la Neyman and Coverage 
Ø  Bayesian Credibility Interval from Likelihood Principle  

Outline 

Lecture 2:  Limits for Gaussian Probability Distribution (27.9) 
Ø  Connection of Frequentist Limit to Frequentist Hypothesis Test   
Ø  Limits close to physical boundary   
Ø  Frequentist and Bayesian Limits  
Ø  Modified Frequentist:  CL_s Method and Power Constrained Limit (PCL)  
Ø  Unified Approach, Feldman- Cousins Intervals (FCL) 

Lecture 3:  Limits for Poisson Distribution  (28.9.) 
Ø  Confidence Intervals  
Ø  Limits close to physical boundary   
Ø  Frequentist, Bayesian, PCL, CL_s,  FC Limits 



Motivation 
Lecture 1:  Basics  (Today) 
Ø  Motivation  
Ø  Frequentist and Bayesian Probability  
Ø  Parameter Estimation from Maximum Likelihood 
Ø  Frequentist Confidence Intervals a la Neyman and Coverage 
Ø  Bayesian Credibility Interval from Likelihood Principle  

Outline 

Lecture 2:  Limits for Gaussian Probability Distribution (27.9) 
Ø  Connection of Frequentist Limit to Frequentist Hypothesis Test   
Ø  Limits close to physical boundary   
Ø  Frequentist and Bayesian Limits  
Ø  Modified Frequentist:  CL_s Method and Power Constrained Limit (PCL)  
Ø  Unified Approach, Feldman- Cousins Intervals (FCL) 

Lecture 3:  Limits for Poisson Distribution  (28.9.) 
Ø  Confidence Intervals  
Ø  Limits close to physical boundary   
Ø  Frequentist, Bayesian, PCL, CL_s,  FC Limits 
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112 KAPITEL 6. MAXIMUM-LIKELIHOOD

Auch bei der Exponentialverteilung ergibt sich also als ML-Schätzer für den Mittelwert
das arithmetische Mittel. τ̂ ist damit unverzerrt (E[τ̂ ] = τ , wie man auch leicht direkt
nachrechnet). Das arithmetische Mittel ist jedoch im allgemeinen nicht notwendigerweise
effizient. Mit Gl. 5.33 ist die Varianz des arithmetischen Mittels

V [τ̂ ] =
1
n

V [t] =
1
n

τ2 (6.55)

Um dies mit der SMV zu vergleichen, berechnen wir
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Da τ̂ unverzerrt ist ergibt sich für die SMV

V [τ̂ ] ≥ −1
E
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τ̂ ist also auch effizient. V [τ̂ ] = τ2

n hängt vom unbekannten wahren Wert τ ab. Wir können
aber mit der Transformationsinvarianz der ML-Schätzer sofort den ML-Schätzer für die
Varianz angeben:

V̂ [τ̂ ] =
τ̂2

n
(6.58)

Abb. 6.2 zeigt die Schätzung des Mittelwerts einer Exponentialverteilung in einem Monte-
Carlo-Experiment. Es wurden 50 Zerfallszeiten ti nach einer Exponentialverteilung mit
Mittelwert τ = 1 generiert, angedeutet durch die senkrechten Striche in (a). (a) zeigt
ausserdem die Exponentialverteilung f(t; τ = 1). In (b) ist die aus dieser Stichprobe
berechnete logarithmische Likelihood-Funktion zu sehen. Ihr Maximum liegt bei τ̂ ≈ 1.02.
Als 1σ-Intervall lesen wir ab [1.02 − 0.12, 1.02 + 0.16], ein fast symmetrisches Intervall.
Aus der analytischen Berechnung erhalten wir V̂ [τ̂ ] = τ̂2

n ≈ 0.021 und damit σ̂ ≈ 0.14 in
guter Übereinstimmung mit der graphischen Methode.

Nun wird das Monte-Carlo-Experiment 500 mal wiederholt. (c) zeigt die Verteilung der
jeweils ermittelten ML-Schätzwerte τ̂ . Der RMS-Wert dieser Verteilung ist 0.13, bestätigt
also die obigen Schätzungen der Varianz von τ̂ .

Die volle Verteilungsfunktion der ML-Schätzwerte θ̂ kann mit Hilfe der charakteristischen
Funktion ermittelt werden. Die charakteristische Funktion der Exponentialverteilung ist

φt(k) =
∫ ∞

0
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)
dt =

1
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(6.59)

Die charakteristische Funktion der Summe z =
∑n

i=1 ti = nτ̂ ist somit

φz(k) =
1

(1 − ikτ)n
. (6.60)

Durch Rücktransformation ergibt sich die Verteilung der z zu
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Consider measurement of 50 decay times t  of instabile particle (τtrue= 1) 
Random variable (RV)  t follows exponetial PDF.  

Goal 1:  estimate of life time  

and estimate for dispersion of estimate  
in repeated identical experiments 
à variance and standard deviation 

Goal 2:  try to make a probabilistic statement  connecting  
              measured value and true value 
              à  confidence interval [a,b] and/or limit c95 



Motivation Motivation (2) 

Naive estimate of confidence interval to CL = 68%   
           naive CI  =  [nobs-σ, nobs+σ] = [2,0;,6,0]     length = 4,0  
           correct frequentist CI          = [2,1; 7,2]     length =  5,1 
 
à  estimate ± 1-sigma only correct if estimate follows Gauss PDF 

Consider measurement of a counting rate nobs=4      (ntrue= ν =  3) 
Random variable (RV)  n  follows Poisson PDF.  

(1) λ λ

(2) λ
λ >

λ

λ

n

Goal 1:  estimate for ν: 

 
 
estimate of variance           
and  
of standard deviation      

Bayesian for Gauss

⇡(µ) = 0 for µ < 0 (1)

= const. for µ � 0 (2)

(3)

L(x;µ) = exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2

P (µ;x) =

L(x;µ)⇡(µ)

+1R

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upZ

�1

P (µ;x)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

+1R

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

�1
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
⇡(µ)dµ

+1R

�1
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

0
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dµ

+1R

0
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dµ

CLS

CL

S

=

P-value(µ)

1� P-value(µ = 0)

=

P-value(µ)

Power(µ = 0vs. µ)

=

P (x  x

obs

;µ)

P (x  x

obs

;µ = 0)

CL

S

=

x

obsR

�1
dx exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dx

x

obsR

�1
dx exp

� (x�0)2p
2⇡�

2
dx

p

µ

! p

µ

1� p

b

= CL

S

CL

S

=

CL

S+B

CL

B

=

Prob(t  t

obs

|s+ b)

Prob(t  t

obs

|b)

CL

S

 ↵

⌫̂

⌫̂ = n

obs

= 4

V [⌫̂] = ⌫̂ = 4

�[⌫̂] =

p
⌫̂

Bayesian for Gauss

⇡(µ) = 0 for µ < 0 (1)

= const. for µ � 0 (2)

(3)

L(x;µ) = exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2

P (µ;x) =

L(x;µ)⇡(µ)

+1R

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upZ

�1

P (µ;x)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

+1R

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

�1
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
⇡(µ)dµ

+1R

�1
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

0
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dµ

+1R

0
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dµ

CLS

CL

S

=

P-value(µ)

1� P-value(µ = 0)

=

P-value(µ)

Power(µ = 0vs. µ)

=

P (x  x

obs

;µ)

P (x  x

obs

;µ = 0)

CL

S

=

x

obsR

�1
dx exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dx

x

obsR

�1
dx exp

� (x�0)2p
2⇡�

2
dx

p

µ

! p

µ

1� p

b

= CL

S

CL

S

=

CL

S+B

CL

B

=

Prob(t  t

obs

|s+ b)

Prob(t  t

obs

|b)

CL

S

 ↵

⌫̂

⌫̂ = n

obs

= 4

V [⌫̂] = ⌫̂ = 4

�[⌫̂] =

p
⌫̂

Bayesian for Gauss

⇡(µ) = 0 for µ < 0 (1)

= const. for µ � 0 (2)

(3)

L(x;µ) = exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2

P (µ;x) =

L(x;µ)⇡(µ)

+1R

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upZ

�1

P (µ;x)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

+1R

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

�1
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
⇡(µ)dµ

+1R

�1
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

0
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dµ

+1R

0
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dµ

CLS

CL

S

=

P-value(µ)

1� P-value(µ = 0)

=

P-value(µ)

Power(µ = 0vs. µ)

=

P (x  x

obs

;µ)

P (x  x

obs

;µ = 0)

CL

S

=

x

obsR

�1
dx exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dx

x

obsR

�1
dx exp

� (x�0)2p
2⇡�

2
dx

p

µ

! p

µ

1� p

b

= CL

S

CL

S

=

CL

S+B

CL

B

=

Prob(t  t

obs

|s+ b)

Prob(t  t

obs

|b)

CL

S

 ↵

⌫̂

⌫̂ = n

obs

= 4

ˆ

V [⌫̂] = ⌫̂ = 4

�̂[⌫̂] =

p
⌫̂ = 2

Bayesian for Gauss

⇡(µ) = 0 for µ < 0 (1)

= const. for µ � 0 (2)

(3)

L(x;µ) = exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2

P (µ;x) =

L(x;µ)⇡(µ)

+1R

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upZ

�1

P (µ;x)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

+1R

�1
L(x;µ)⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

�1
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
⇡(µ)dµ

+1R

�1
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
⇡(µ)dµ

CL = 1� ↵ =

µ

upR

0
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dµ

+1R

0
exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dµ

CLS

CL

S

=

P-value(µ)

1� P-value(µ = 0)

=

P-value(µ)

Power(µ = 0vs. µ)

=

P (x  x

obs

;µ)

P (x  x

obs

;µ = 0)

CL

S

=

x

obsR

�1
dx exp

� (x�µ)2p
2⇡�

2
dx

x

obsR

�1
dx exp

� (x�0)2p
2⇡�

2
dx

p

µ

! p

µ

1� p

b

= CL

S

CL

S

=

CL

S+B

CL

B

=

Prob(t  t

obs

|s+ b)

Prob(t  t

obs

|b)

CL

S

 ↵

⌫̂

⌫̂ = n

obs

= 4

ˆ

V [⌫̂] = ⌫̂ = 4

�̂[⌫̂] =

p
⌫̂ = 2

�̂[⌫̂] =

p
⌫̂ = 2

E[n] = V [n] = ⌫

ν =  3 



Motivation Motivation (3) 

First step in interpretation:   
Estimate of parameter and its variance (often with ML method)  
 
Second step:  estimate of  
Ø  a two-sided  confidence interval [a,b] at 68% confidence level CL 
Ø  or single-sided confidence interval = limit  c95 at 95% CL 
which make a statistical statement between outcome of experiment  
and the true value of a parameter 
 
Two statistical schools:  Frequentist and Bayesian statistics 
Ø  different method for construction of confidence interval 
Ø  numerical identical  for sample size nsp à ∞ and  
     estimated value not close to physical boundary 
     (e.g. estimates mν

2 =  -5 ± 2 eV2      s = n-b =  0 -3 = - 3)  
Ø  interpretation always different  

Modified (pseudo)-frequentist methods:  
Power Constrained Limit (PCL),  CLS Limit,  Feldman-Cousins Limit (FCL) 



Axiomatic Definition and Conditional Probability 

Kolmogorov 
Axioms (1933) 

A∩ B 

A 

B 

S 

Axiomatic Definition of Probability  



Axiomatic Definition and Conditional Probability 
Consider set S with subsets A, B, ... 
Assign to each set a number between 0 and 1 with 

Kolmogorov 
Axioms (1933) 

Conditional probability (for P(B) ≠ 0 )): 

If subsets A,B independent: if: 

A∩ B 

A 

B 

S 

Axiomatic Definition of Probability  



Bayes Theorem 
From the definition of conditional probability: 

, so 

Thomas Bayes (1702−1761) 
An essay towards solving a  
problem in the doctrine of chances, 
Philos. Trans. R. Soc. 53 (1763)  370. 

Axiomatic definition not helpful in real life.  
Need: definition of subsets, rule to assign probability values 

2 Schools: Frequentists and Bayesians 

Bayes Theorems holds and is accepted in both schools 
Controversy about: what are the subsets, to which probability values can be assigned 

B ∩ Ai 

Ai 

B 

S 

Axiomatic Definition of Probability (2)  



Frequentist           and           Bayesian  
Subsets: 
Outcome of (repeatable) experiment                    Any hypothesis   
  

Assignment of probabilities:  

Relative frequency in limit nr of trials à inf.         Degree of belief in hypothesis 

                                       
 
           
                                       P (SUSY exists)  
                                       P (9.81 m/s2 < g < 9.82m/s2) 
                                       P (rain in Freiburg on 27.9.2017) 

Not defined. Either 0 or 1.                                    No problem. This is the goal.  

Bayesian definition: More general (includes Frequentist definition)  
                                 Applicable to singular events,  “true” values, … 
                                 Does not care about repeatability of experiment 
                                 Needs a-priori probability in application of Bayes theorem  

2 Glen Cowan

we examine why one traditionally requires five-sigma significance to claim a dis-
covery and finally some conclusions are drawn in Sec. 15. The lectures as presented
at SUSSP also included material on unfolding or deconvolution of measured distri-
butions which is not included here but can be found in Ref. [7] and Chapter 11 of
Ref. [2].

2 Review of probability

When analyzing data in particle physics one invariably encounters uncertainty, at
the very least coming from the intrinsically random nature of quantum mechanics.
These uncertainties can be quantified using probability, which was defined by Kol-
mogorov [8] using the language of set theory. Suppose a set S contains elements
that can form subsets A, B, . . .. As an example, the elements may represent possible
outcomes of a measurement but here we are being abstract and we do not need to
insist at this stage on a particular meaning. The three axioms of Kolmogorov can be
stated as

1. For all A⊂ S, there is a real-valued function P, the probability, with P(A)≥ 0;
2. P(S) = 1;
3. If A∩B= /0, then P(A∪B) = P(A)+P(B).

In addition we define the conditional probability of A given B (for P(B) ̸= 0) as

P(A|B) =
P(A∩B)
P(B)

. (1)

From these statements we can derive the familiar properties of probability. They do
not, however, provide a complete recipe for assigning numerical values to probabil-
ities nor do tell us what these values mean.
Of the possible ways to interpret a probability, the one most commonly found in

the physical sciences is as a limiting frequency. That is, we interpret the elements
of the sample space as possible outcomes of a measurement, and we take P(A) to
mean the fraction of times that the outcome is in the subset A in the limit where we
repeat the measurement an infinite number of times under “identical” conditions:

P(A) = lim
n→∞

times outcome is in A
n

. (2)

Use of probability in this way leads to what is called the frequentist approach
to statistics. Probabilities are only associated with outcomes of repeatable obser-
vations, not to hypothetical statements such as “supersymmetry is true”. Such a
statement is either true or false, and this will not change upon repetition of any
experiment.
Whether SUSY is true or false is nevertheless uncertain and we can quantify

this using probability as well. To define what is called subjective probability one
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interprets the elements of the set S as hypotheses, i.e., statements that are either true
or false, and one defines

P(A) = degree of belief that A is true. (3)

Use of subjective probability leads to what is called Bayesian statistics, owing to its
important use of Bayes’ theorem described below.
Regardless of its interpretation, any quantity that satisfies the axioms of proba-

bility must obey Bayes’ theorem, which states

P(A|B) =
P(B|A)P(A)

P(B)
. (4)

This can be derived from the definition of conditional probability (1), which we can
write as P(A∩B) = P(B)P(A|B), or equivalently by changing labels as P(B∩A) =
P(A)P(A|B). These two probabilities are equal, however, because A∩B and B∩A
refer to the same subset. Equating them leads directly to Eq. (4).
In Bayes’ theorem (4) the condition B represents a restriction imposed on the

sample space S such that anything outside of B is not considered. If the sample
space S can be expressed as the union of some disjoint subsets Ai, i = 1,2, . . ., then
the factor P(B) appearing in the denominator can be written P(B)=∑i P(B|Ai)P(Ai)
so that Bayes’ theorem takes on the form

P(A|B) =
P(B|A)P(A)

∑i P(B|Ai)P(Ai)
. (5)

In Bayesian (as opposed to frequentist) statistics, one uses subjective probability
to describe one’s degree of belief in a given theory or hypothesis. The denominator
in Eq. (5) can be regarded as a constant of proportionality and therefore Bayes’
theorem can be written as

P(theory|data) ∝ P(data|theory)P(theory) , (6)

where “theory” represents some hypothesis and “data” is the outcome of the experi-
ment. Here P(theory) is the prior probability for the theory, which reflects the exper-
imenter’s degree of belief before carrying out the measurement, and P(data|theory)
is the probability to have gotten the data actually obtained, given the theory, which
is also called the likelihood.
Bayesian statistics provides no fundamental rule for obtaining the prior prob-

ability; in general this is subjective and may depend on previous measurements,
theoretical prejudices, etc. Once this has been specified, however, Eq. (6) tells how
the probability for the theory must be modified in the light of the new data to give
the posterior probability, P(theory|data). As Eq. (6) is stated as a proportionality,
the probability must be normalized by summing (or integrating) over all possible
hypotheses.



Bayesian Statistics:  General Philosophy 
How to use Bayes theorem to update “degree of belief” in light of data 

Posterior probabilty, i.e.  
after analysis of the data 
(not defined in Frequentist school) 

A-priori probability,  
i.e. before data taking 
(not defined in Frequentist  
  school) 

Probability to observe data assuming a hypothesis H (true value of a parameter)   
                  Likelihood function (also used by Frequentists)  

Normalisation includes sum/integral 
over all possible hypothesis/par. values 

No general rule for choice of a-priori probability à “subjective” 
 
“Objective” prior =  uniform?  - not well defined probability for infinite parameter space  
                                               - uniform in θ, θ2  sqrt(θ), ln θ, … ? 
                                                    à Jeffrey Prior   p(θ) = sqrt( Information (θ) ) 
                                                         uniform for mean µ of  Gauss pdf 
                                                         1/sqrt(µ) for Poisson    1/τ for exp(-t/ τ  )  



Properties of estimators 

Estimator is a randomvariable and hence has a PDF 

biased large 
Variance 

best 

We want small (or vanishing)  Bias (systematic error) 

→  expectation value from repeated measurment should  be = true value 

We want small variance  (statistical uncertainty): 

→  small bias and small variance are  are in general competing criteria 

Estimator is a function of the sample to determine an unknown parameter  



Minimum Variance Bound 
In  informaton theory one can show, that there is a lower limit for  
the variance for the estimator of an parameter 
(if the sample range  is independent on the true paramater value) 

Minimmum Variance Bound (MVB) from Rao-Cramer-Frechet-Ineuqality  

→  the large the information, the smaller the statistical uncertainty 

92 KAPITEL 5. PARAMETERSCHATZUNG

Die Wahrscheinlichkeit, dass der i-te Wert der Stichprobe im Intervall [xi, xi + dxi] liegt,
ist f(xi; θ)dxi. Da die Meßwerte in der Stichprobe unabhängig sind, ist die gemeinsame
Wahrscheinlichkeit, dass für alle i = 1, ..., n der i-te Wert der Stichprobe in [xi, xi + dxi]
liegt, gerade

n∏

i=1

f(xi; θ)dxi. (5.6)

Dies ist bei gegebenem Parameter θ die Wahrscheinlichkeit, gerade die beobachtete Stich-
probe zu erhalten. Da die Differentiale dxi nicht von θ abhängen, ist die funktionale
Abhängigkeit der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Stichprobe {x1, ..., xn} gegeben
durch die Funktion

L(θ;x1, ..., xn) =
n∏

i=1

f(xi; θ), (5.7)

die wir die Likelihood-Funktion nennen. Dies ist also eigentlich die gemeinsame Wahr-
scheinlichkeitsdichte für die Werte der Stichprobe {x1, ..., xn}. Als Likelihood-Funktion
wird diese jedoch interpretiert als Funktion des Parameters θ, wobei die Ergebnisse der
Messung xi fest sind. Die explizite Angabe der Abhängigkeit von der konkreten Stichprobe
wird oft weggelassen und man schreibt einfach

L(θ) ≡ L(θ;x1, ..., xn). (5.8)

L(θ) stellt jedoch keine Wahrscheinlichkeitsdichte für den Parameter θ dar. Aus der Defi-
nition von L folgt die Normierung

∫
L(θ)dx1...dxn = 1 für jeden Wert von θ (5.9)

5.4 Schranke Minimaler Varianz

Da jeder Schätzer auf einer endlichen Stichprobe basiert, weist er als Zufallsvariable be-
trachtet eine gewisse endliche Varianz auf. Man kann unter sehr allgemeinen Bedingungen
eine Schranke für die minimal erreichbare Varianz eines Schätzers angeben.

Sei f(x; θ) eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und θ̂ ein beliebiger Schätzer für den
Parameter θ. L sei die zugehörige Likelihood-Funktion und

b(θ) = E[θ̂] − θ. (5.10)

sei die Verzerrung des Schätzers θ̂. Dann gilt für die Varianz dieses Schätzers

V
[
θ̂
]
≥

(
1 +

∂b

∂θ

)2

E

[
−∂2 logL

∂θ2

] . (5.11)

Dies ist die Schranke Minimaler Varianz (SMV), die auch nach einigen ihrer Urheber
als Rao-Cramér-Frechet-Ungleichung bezeichnet wird. Eine äquivalente Form ist

V
[
θ̂
]
≥

(
1 +

∂b

∂θ

)2

E

[(
∂ logL

∂θ

)2
] . (5.12)
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Die Wahrscheinlichkeit, dass der i-te Wert der Stichprobe im Intervall [xi, xi + dxi] liegt,
ist f(xi; θ)dxi. Da die Meßwerte in der Stichprobe unabhängig sind, ist die gemeinsame
Wahrscheinlichkeit, dass für alle i = 1, ..., n der i-te Wert der Stichprobe in [xi, xi + dxi]
liegt, gerade

n∏

i=1

f(xi; θ)dxi. (5.6)

Dies ist bei gegebenem Parameter θ die Wahrscheinlichkeit, gerade die beobachtete Stich-
probe zu erhalten. Da die Differentiale dxi nicht von θ abhängen, ist die funktionale
Abhängigkeit der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Stichprobe {x1, ..., xn} gegeben
durch die Funktion

L(θ;x1, ..., xn) =
n∏

i=1

f(xi; θ), (5.7)

die wir die Likelihood-Funktion nennen. Dies ist also eigentlich die gemeinsame Wahr-
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Die Schwarzsche Ungleichung wird zur Gleichung wenn u ∼ v. Damit wird die Varianz des
Schätzers genau dann minimal, wenn

∂ logL
∂θ

∣∣∣∣
θ

= A(θ)(θ̂ − θ) (5.24)

wobei A(θ) eine beliebige Funktion ist. Effiziente Schätzer existieren also nur für solche
Probleme, bei denen die Likelihood-Funktion diese spezielle Form hat.

Durch Differentiation von Gl. 5.24 nach θ ergibt sich

∂2 logL
∂θ2

∣∣∣∣
θ

=
∂A(θ)

∂θ
(θ̂ − θ) − A(θ) (5.25)

A(θ) ist unabhängig von den xi, d.h. E[A] = A. Ausserdem ist θ̂ in diesem Fall effizient,
d.h. E[θ̂] = θ. Bilden wir also die Erwartungswerte auf beiden Seiten der letzten Gleichung,
so ergibt sich

− A = E

[
∂2 logL

∂θ2

∣∣∣∣
θ

]
. (5.26)

Einsetzen in Gl. 5.24 liefert

∂ logL
∂θ

∣∣∣∣
θ

= −E

[
∂2 logL

∂θ2

∣∣∣∣
θ

]
(θ̂ − θ) (5.27)

Einsetzen in Gl. 5.25 ergibt an der Stelle θ = θ̂

∂2 logL
∂θ2

∣∣∣∣
θ=θ̂

= E

[
∂2 logL

∂θ2

]
(5.28)

Wenn also der ML-Schätzer effizient ist, dann ist der Erwartungswert der zweiten Ablei-
tung der Likelihood-Funktion gleich dem Wert an der Stelle des ML-Schätzers.

Die Größe

I(θ) ≡ E

[(
∂ logL

∂θ

)2
]

= E

[
−∂2 logL

∂θ2

]
(5.29)

nennt man auch die Information nach R. A. Fisher. Je größer die Information ist, die
in der Likelihood-Funktion steckt, desto kleiner kann die Varianz des Schätzers werden.
Wir können die Information auch als Funktion der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Grundgesamtheit angeben:

I(θ) = E

[
−

n∑

i=1

∂2 log f(xi; θ)
∂θ2

]
= nE

[
−∂2 log f(x; θ)

∂θ2

]
. (5.30)

5.5 Schätzer für Erwartungswert, Varianz, Kovarianz

Wir hatten in Abschnitt 1.9 Schätzer für Erwartungswert, Varianz und Kovarianz einer
Stichprobe kennengelernt. Hier sollen die Eigenschaften dieser Schätzer untersucht werden.

Wir nehmen an, dass eine Stichprobe {x1, ..., xn} aus eine Grundgesamtheit vorliegt, deren
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f(x; θ) unbekannt ist. E[x] und V [x] sind Erwartungs-
wert und Varianz von f(x; θ).

Information according to  R.A Fisher: 
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einzelnen Messungen nicht alle aus der gleichen Grundgesamtheit. Hier ist also die zwei-
te Bedingung verletzt. Im allgemeinen muss man also sorgfältig darauf achten, dass die
beiden Bedingungen erfüllt sind, wenn man aus der Stichprobe etwas über die Verteilung
der Grundgesamtheit lernen will. Im folgenden nehmen wir stets an, dass die Stichproben
zufällig sind.

5.2 Eigenschaften von Schätzern

Es gibt keine allgemein gültigen Regeln für die Konstruktion eines Schätzers für einen
bestimmten unbekannten Parameter. Ist beispielsweise der Mittelwert µ der Verteilung
f(x) gesucht und wurde eine Stichprobe vom Umfang n genommen, so könnten wir unter
anderem folgende Schätzer µ̂ in Betracht ziehen:

µ̂ = x = 1
n

∑n
i=1 xi den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 1
10

∑10
i=1 xi den Mittelwert der ersten 10 Punkte der Stichprobe

µ̂ = 1
n−1

∑n
i=1 xi n/(n − 1) mal den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 42

µ̂ = (min(xi) + max(xi))/2 Mittelwert des größten und kleinsten Wertes

µ̂ = Median der Stichprobe

Diese Liste ließe sich ohne Weiters verlängern. Welches ist ein “guter” Schätzer? Hier gibt
es eine Reihe von Kriterien.

Konsistenz

Ein Schätzer θ̂(n) heißt konsistent, wenn θ̂(n) n→∞−→ θ. Da θ̂(n) selbst eine Zufallsvariable
ist, müssen wir diese Konvergenz durch eine Wahrscheinlichkeitsaussage definieren, und
zwar durch die Forderung, dass für jedes ε > 0 gilt

lim
n→∞

P (|θ̂(n) − θ| > ε) = 0. (5.3)

Konsistenz sollte eine Minimalforderung für einen guten Schätzer sein.

Verzerrung (Bias)

Konsistenz ist eine Eigenschaft im Grenzwert n → ∞. Für endliche n kann der Erwar-
tungswert des Schätzers durchaus vom wahren Wert des Parameters abweichen. Die Ver-
zerrung (engl. bias) ist gegeben durch

b(n) = E[θ̂(n)] − θ. (5.4)

Die Verzerrung hängt ab von der Art des Schätzers, vom Umfang der Stichprobe n sowie
von der (unbekannten) Verteilung f(x; θ). Ein Schätzer, der unabhängig vom Umfang der

90 KAPITEL 5. PARAMETERSCHATZUNG

einzelnen Messungen nicht alle aus der gleichen Grundgesamtheit. Hier ist also die zwei-
te Bedingung verletzt. Im allgemeinen muss man also sorgfältig darauf achten, dass die
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Es gibt keine allgemein gültigen Regeln für die Konstruktion eines Schätzers für einen
bestimmten unbekannten Parameter. Ist beispielsweise der Mittelwert µ der Verteilung
f(x) gesucht und wurde eine Stichprobe vom Umfang n genommen, so könnten wir unter
anderem folgende Schätzer µ̂ in Betracht ziehen:

µ̂ = x = 1
n

∑n
i=1 xi den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 1
10

∑10
i=1 xi den Mittelwert der ersten 10 Punkte der Stichprobe

µ̂ = 1
n−1

∑n
i=1 xi n/(n − 1) mal den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 42

µ̂ = (min(xi) + max(xi))/2 Mittelwert des größten und kleinsten Wertes
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Stichprobe n keine Verzerrung aufweist (b(n) = 0) heißt unverzerrt. Wenn die Verzerrung
für n → ∞ verschwindet, heißt der Schätzer asymptotisch unverzerrt.

Konsistenz und Unverzerrtheit sind unabhängige Eigenschaften eines Schätzers. Keine von
beiden impliziert die andere. Ein konsistenter Schätzer, dessen asymptotische Verteilung
einen endlichen Mittelwert hat, ist jedoch immer asymptotisch unverzerrt.

Effizienz

Konsistenz und Unverzerrtheit legen den besten Schätzer noch nicht eindeutig fest. So sind
zum Beispiel Mittelwert und Median einer Stichprobe beides konsitente und unverzerrte
Schätzer für den Mittelwert einer normalverteilten Grundgesamtheit. Der beste Schätzer
ist dann jedoch derjenige, der auch für endlichen Umfang der Stichprobe n möglichst
wenig streut, d.h. eine möglichst kleine Varianz hat. Man kann zeigen, dass unter sehr
allgemeinen Bedingungen eine untere Schranke für die Varianz eines Schätzers existiert,
die sog. Schranke Minimaler Varianz (SMV ) oder Cramer-Rao-Schranke (siehe unten).
Ein Schätzer, dessen Varianz diese minimale Schranke erreicht, heißt effizient. In der
Regel wird diese Schranke nicht erreicht und man definiert die Effizienz eines Schätzers
als

Effizienz
[
θ̂(n)

]
=

SMV

V
[
θ̂(n)

] (5.5)

Suffizienz

Ein weitere vorteilhafte Eigenschaft eines Schätzers ist Suffizienz, die dann vorliegt, wenn
der Schätzer θ̂(n)(x1, ..., xn) die in der Stichprobe {x1, ..., xn} enthaltene Information über
θ vollständig ausnutzt. Dies ist der Idealfall der Datenreduktion: der n-dimensionale Vek-
tor der Meßwerte der Stichprobe ist auf eine eindimensionale (oder allgemein niedriger-
dimensionale) Größe θ̂(n) reduziert, ohne dass Information über θ verlorengegangen ist.
Technisch ausgedrückt ist ein Schätzer suffizient für θ, wenn f(x1, ..., xn|θ̂(n)) nicht mehr
von θ abhängt.

Robustheit

Die Eigenschaften eine Schätzers hängen von der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der
Grundgesamtheit ab. Ein Schätzer, der für eine normalverteilte Grundgesamtheit effizi-
ent ist, ist dies möglicherweise nicht für eine gleichverteilte Grundgesamtheit. Ein robuster
Schätzer nimmt keinen Bezug auf die Form der Verteilung der Grundgesamtheit. Robust-
heit eines Schätzers ist das Maß, zu dem der Schätzer dieses Ideal erreicht.

5.3 Die Likelihood-Funktion

Wir betrachten eine Zufallsvariable x mit Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f(x; θ). Die
funktionale Form von f(x; θ) sei bekannt bis auf den unbekannten Parameter θ. Es handelt
sich also um eine zusammengesetzte Hypothese. Der Einfachheit halber betrachten wir hier
eindimensionale x und θ; das Konzept funktioniert ganz analog im Fall mehrdimensionaler
x⃗ und/oder θ⃗. Es sei eine Stichprobe {x1, ..., xn} vom Umfang n gegeben.

Efficiency should  
be close to “1” 

bias should be small / „0“ 
b=0 estimator unbiased  

Consistency 

Bias  

Efficency  

Given a sample of measurements (x1..xn) for a RV x folllowing PDF f(x;θ)  
the common PDF for the sample is given by: 

consistent estimators with finite variance 
are  asymptotiically  (nà∞) unbiased  

Considerering the samples fixed,  
this is called the likelihood: 



Motivation Maximum-Likelihood: Basic Idea 
If hypothetically value θ  close to true value θtrue,  
then probability to  observe actual measured sample to is large  

Hence define “Maximum Likelihood (ML)” estimator as  parameter value, 
wich maximises likelihood den Parameterwert 

Kapitel 6

Maximum-Likelihood

Das Maximum Likelihood (ML) Prinzip ist ein allgemeines Verfahren zur Schätzung von
Parametern aus endlichen Stichproben. Seine Relevanz liegt zum einen in der Plausibilität
des Ansatzes. Zum anderen und vor allem aber in den allgemeinen positiven Eigenschaften
der damit erhaltenen Schätzer.

6.1 Das Maximum-Likelihood-Prinzip

Das Maximum-Likelihood-Prinzip besteht darin, als Schätzwert eines Parameters θ
denjenigen Wert zu verwenden, für den die tatsächlich beobachteten Meßwerte am wahr-
scheinlichsten sind. Etwas formaler ausgedrückt ist der ML-Schätzer θ̂ für das wahre (un-
bekannte) θ der Wert von θ, der die Likelihood-Funktion maximiert:

L(θ̂) =
n∏

i=1

f(xi; θ̂) = Maximum. (6.1)

Es ist praktischer, mit dem Logarithmus der Likelihood-Funktion zu arbeiten, der soge-
nannten Log-Likelihood-Funktion.

logL(θ) =
n∑

i=1

log f(xi; θ), (6.2)

Da der Logarithmus eine monotone Funktion ist, hat logL(θ) sein Maximum an der selben
Stelle wie L(θ). Der Vorteil liegt darin, dass das Produkt in eine Summe übergeht und sich
deren Argument für die vielen relevanten Fälle in denen f(xi; θ) eine Exponentialfunkti-
on enthält, deutlich vereinfacht. Wenn die Likelihood-Funktion differenzierbar ist und
ihr Maximum nicht an einer Grenze des Parameterraums hat, dann ist der Maximum-
Likelihood-Schätzer also gegeben durch die Gleichung

∂ logL
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

= 0 (6.3)

Hat logL mehrere lokale Maxima, so nimmt man dasjenige mit dem größten Wert von
logL. Es ist allerdings nicht garantiert, dass dieses für n → ∞ gegen den wahren Wert
konvergiert; dies könnte auch eines der anderen lokalen Maxima sein. Wenn es mehrere
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Abbildung 6.1: Schätzung des Mittelwerts einer gaußverteilten Grundgesamtheit mit dem
ML-Prinzip (siehe Text).

Gauss-PDF 
µ=5,  σ=1 
sample size N= 20 

Gauss-PDF 
µ=5, σ=1 
sample size N= 50 
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Parameter θ⃗ = (θ1, ..., θm) zu bestimmen gilt, so stellt man für jeden eine solche Gleichung
auf.

∂ logL
∂θi

∣∣∣∣
θ̂i

= 0, i = 1, ...,m (6.4)

Die Maximierung der (logarithmischen) Likelihood-Funktion erfolgt von sehr einfachen
Problemen abgesehen numerisch mit Hilfe eines Computerprogramms. Wenn mehrere Pa-
rameter zu bestimmen sind, dann handelt es sich um die Maximierung einer Funktion auf
einem mehrdimensionalen Raum. Dies effizient und zuverlässig zu bewerkstelligen, erfor-
dert ausgereifte Algorithmen und sollte daher professionellen Programmpaketen überlassen
werden. In der Teilchenphysik hat sich das Paket MINUIT [MINU] bewährt.

Auch wenn die Definition des ML-Schätzers sicherlich plausibel ist, so ist damit über die
statistischen Eigenschaften dieser Schätzer noch nichts gesagt. Im folgenden werden wir
jedoch zeigen, dass ML-Schätzer eine Vielzahl vorteilhafter Eigenschaften haben und daher
allgemein große Verwendung finden.

Eine positive Eigenschaft kann man sofort darin erkennen, dass der ML-Schätzer keinen
Bezug auf eine Einteilung der Daten in Bins nimmt. Damit wird jeder Meßwert unmittelbar
berücksichtigt, ohne dass Information verlorengeht.

Beispiel 6.1: Abb. 6.1 (a) zeigt eine Stichprobe vom Umfang n = 20 aus einer gaußverteilten
Grundgesamtheit mit Mittelwert µ = 5 und Varianz σ2 = 1 (jeder senkrechte Strich steht für einen
Meßwert). Wir nehmen an, dass die Varianz bekannt ist und der Mittelwert mit der Stichprobe
geschätzt werden soll. (c) zeigt die Log-Likelihood-Funktion für diese Stichprobe, (e) ihre erste
Ableitung. Das Maximum liegt bei µ̂ ≈ 5.19. In (b), (d) und (f) ist das gleich für eine Stichprobe
mit Umfang n = 50 durchgeführt. Man sieht, dass die Likelihood-Funktion viel schmäler ist.
Der gesuchte Parameter µ wird durch die größere Stichprobe besser eingeschränkt. Der für diese
Stichprobe erhaltene Schätzwert von µ̂ ≈ 5.05 liegt entsprechend auch deutlich näher beim wahren
Wert µ = 5. (g) und (h) zeigen die zweiten Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion für die beiden
Stichproben. Im zweiten Fall ergibt sich eine Fisher-Information von I(µ) = 50 gegenüber I(µ) = 20
im ersten Fall und damit eine im gleichen Verhältnis kleinere Schranke Minimaler Varianz. Wegen
σ2 = 1 ist die (negative) zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion bei der angenommenen
gaußverteilten Grundgesamtheit gerade gleich dem Stichprobenumfang n. Wir werden sehen, dass
der ML-Schätzer für den Mittelwert effizient und unverzerrt ist und somit die Varianz des Schätzers
durch 1/I(µ) gegeben ist. Dies ist die bekannte Varianz des Mittelwerts.

6.2 Eigenschaften von ML-Schätzern

Invarianz unter Parametertransformationen

Sei θ̂ der ML-Schätzer für den Parameter θ und a(θ) eine beliebige Funktion. Was ist der
ML-Schätzer für den Parameter a? Es gilt

∂L
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

=
∂L
∂a

∣∣∣∣
a(θ̂)

∂a

∂θ

∣∣∣∣
θ̂

. (6.5)

Solange ∂a/∂θ ̸= 0 folgt damit

∂L
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

= 0 ⇒ ∂L
∂a

∣∣∣∣
a(θ̂)

= 0 ⇒ â(θ) = a(θ̂). (6.6)
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Die Maximierung der (logarithmischen) Likelihood-Funktion erfolgt von sehr einfachen
Problemen abgesehen numerisch mit Hilfe eines Computerprogramms. Wenn mehrere Pa-
rameter zu bestimmen sind, dann handelt es sich um die Maximierung einer Funktion auf
einem mehrdimensionalen Raum. Dies effizient und zuverlässig zu bewerkstelligen, erfor-
dert ausgereifte Algorithmen und sollte daher professionellen Programmpaketen überlassen
werden. In der Teilchenphysik hat sich das Paket MINUIT [MINU] bewährt.

Auch wenn die Definition des ML-Schätzers sicherlich plausibel ist, so ist damit über die
statistischen Eigenschaften dieser Schätzer noch nichts gesagt. Im folgenden werden wir
jedoch zeigen, dass ML-Schätzer eine Vielzahl vorteilhafter Eigenschaften haben und daher
allgemein große Verwendung finden.

Eine positive Eigenschaft kann man sofort darin erkennen, dass der ML-Schätzer keinen
Bezug auf eine Einteilung der Daten in Bins nimmt. Damit wird jeder Meßwert unmittelbar
berücksichtigt, ohne dass Information verlorengeht.

Beispiel 6.1: Abb. 6.1 (a) zeigt eine Stichprobe vom Umfang n = 20 aus einer gaußverteilten
Grundgesamtheit mit Mittelwert µ = 5 und Varianz σ2 = 1 (jeder senkrechte Strich steht für einen
Meßwert). Wir nehmen an, dass die Varianz bekannt ist und der Mittelwert mit der Stichprobe
geschätzt werden soll. (c) zeigt die Log-Likelihood-Funktion für diese Stichprobe, (e) ihre erste
Ableitung. Das Maximum liegt bei µ̂ ≈ 5.19. In (b), (d) und (f) ist das gleich für eine Stichprobe
mit Umfang n = 50 durchgeführt. Man sieht, dass die Likelihood-Funktion viel schmäler ist.
Der gesuchte Parameter µ wird durch die größere Stichprobe besser eingeschränkt. Der für diese
Stichprobe erhaltene Schätzwert von µ̂ ≈ 5.05 liegt entsprechend auch deutlich näher beim wahren
Wert µ = 5. (g) und (h) zeigen die zweiten Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion für die beiden
Stichproben. Im zweiten Fall ergibt sich eine Fisher-Information von I(µ) = 50 gegenüber I(µ) = 20
im ersten Fall und damit eine im gleichen Verhältnis kleinere Schranke Minimaler Varianz. Wegen
σ2 = 1 ist die (negative) zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion bei der angenommenen
gaußverteilten Grundgesamtheit gerade gleich dem Stichprobenumfang n. Wir werden sehen, dass
der ML-Schätzer für den Mittelwert effizient und unverzerrt ist und somit die Varianz des Schätzers
durch 1/I(µ) gegeben ist. Dies ist die bekannte Varianz des Mittelwerts.

6.2 Eigenschaften von ML-Schätzern

Invarianz unter Parametertransformationen

Sei θ̂ der ML-Schätzer für den Parameter θ und a(θ) eine beliebige Funktion. Was ist der
ML-Schätzer für den Parameter a? Es gilt
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Wert µ = 5. (g) und (h) zeigen die zweiten Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion für die beiden
Stichproben. Im zweiten Fall ergibt sich eine Fisher-Information von I(µ) = 50 gegenüber I(µ) = 20
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Motivation Estimator for Mean of Exponential PDF 

Consider Exponential PDF: 

and sample of n indepdent  
measurments 

The likelihood is given by 

The value of  τ which maximises  L(τ)t, also yields the  
maximum of its logarthm (lthe  log/ln-llkelihood function): 



Motivation 

Determination of maximum 

Monte Carlo Test:   
Generate 50 Measurments for  τ = 1. 
 
The ML estimator yields: 

Yields the  ML estimator: 

which is the arithmetic mean  
of the sample and hence  
consistent and unbiased 
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Den ML-Schätzer µ̂ für den Mittelwert erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von
logL nach µ:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ̂

=
n∑

i=1

(xi − µ̂)
σ2

(6.45)

⇒ µ̂ =
1
n

n∑

i=1

xi (6.46)

Der ML-Schätzer für den Mittelwert einer Gaußverteilung ist also das arithmetische Mittel.
Wir wissen bereits, dass dieses ein unverzerrter und effizienter Schätzer ist.

Den ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von logL
nach σ2:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂σ2

∣∣∣∣
σ2=σ̂2

(6.47)

⇒ σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.48)

Wir hatten bereits in Abschnitt 5.5 gesehen, dass

E
[
σ̂2
]

=
n − 1

n
σ2 (6.49)

Der ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz einer Gaußverteilung ist also verzerrt, wobei die
Verzerrung asymptotisch verschwindet. Die Varianz der Stichprobe

σ2
S =

1
n − 1

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.50)

andererseits ist unverzerrt (Abschnitt 5.5), jedoch nicht der ML-Schätzer.

6.4.2 Lebensdauer eines instabilen Teilchens

Wir betrachten eine Meßreihe von Zerfallszeiten {t1, ..., tn} für instabilen Teilchen einer
bestimmten Sorte. Als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nehmen wir die Exponentialver-
teilung an

f(t; τ) =
1
τ

exp
(
− t

τ

)
. (6.51)

Gesucht ist der Mittelwert τ . Die logarithmische Likelihood-Funktion ist

logL(τ) =
n∑

i=1

log f(ti; τ) =
n∑

i=1

(
log

1
τ
− ti

τ

)
= n log

1
τ
− 1

τ

n∑

i=1

ti (6.52)

Als ML-Schätzer τ̂ ergibt sich damit

0 =
∂ logL(τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=τ̂

= −n
1
τ̂

+
1
τ̂2

n∑

i=1

ti (6.53)

⇒ τ̂ =
1
n

n∑

i=1

ti. (6.54)
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Estimator for Mean of Exponential PDF (2) 



Motivation 

Variance of sample mean is given by: 

Hence ML Estimator is efficient for this problem 
 
Estimator for Variance 

Comparison with Minimum Variance Bound (MVB) : 
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Auch bei der Exponentialverteilung ergibt sich also als ML-Schätzer für den Mittelwert
das arithmetische Mittel. τ̂ ist damit unverzerrt (E[τ̂ ] = τ , wie man auch leicht direkt
nachrechnet). Das arithmetische Mittel ist jedoch im allgemeinen nicht notwendigerweise
effizient. Mit Gl. 5.33 ist die Varianz des arithmetischen Mittels

V [τ̂ ] =
1
n

V [t] =
1
n

τ2 (6.55)

Um dies mit der SMV zu vergleichen, berechnen wir

∂2 logL
∂τ2

=
n

τ2

(

1 − 2
nτ

n∑

i=1

ti

)

=
n

τ2

(
1 − 2τ̂

τ

)
(6.56)

Da τ̂ unverzerrt ist ergibt sich für die SMV

V [τ̂ ] ≥ −1
E
[

n
τ2

(
1 − 2τ̂

τ

)] =
−1

n
τ2

(
1 − 2E[τ̂ ]

τ

) =
τ2

n
(6.57)

τ̂ ist also auch effizient. V [τ̂ ] = τ2

n hängt vom unbekannten wahren Wert τ ab. Wir können
aber mit der Transformationsinvarianz der ML-Schätzer sofort den ML-Schätzer für die
Varianz angeben:

V̂ [τ̂ ] =
τ̂2

n
(6.58)

Abb. 6.2 zeigt die Schätzung des Mittelwerts einer Exponentialverteilung in einem Monte-
Carlo-Experiment. Es wurden 50 Zerfallszeiten ti nach einer Exponentialverteilung mit
Mittelwert τ = 1 generiert, angedeutet durch die senkrechten Striche in (a). (a) zeigt
ausserdem die Exponentialverteilung f(t; τ = 1). In (b) ist die aus dieser Stichprobe
berechnete logarithmische Likelihood-Funktion zu sehen. Ihr Maximum liegt bei τ̂ ≈ 1.02.
Als 1σ-Intervall lesen wir ab [1.02 − 0.12, 1.02 + 0.16], ein fast symmetrisches Intervall.
Aus der analytischen Berechnung erhalten wir V̂ [τ̂ ] = τ̂2

n ≈ 0.021 und damit σ̂ ≈ 0.14 in
guter Übereinstimmung mit der graphischen Methode.

Nun wird das Monte-Carlo-Experiment 500 mal wiederholt. (c) zeigt die Verteilung der
jeweils ermittelten ML-Schätzwerte τ̂ . Der RMS-Wert dieser Verteilung ist 0.13, bestätigt
also die obigen Schätzungen der Varianz von τ̂ .

Die volle Verteilungsfunktion der ML-Schätzwerte θ̂ kann mit Hilfe der charakteristischen
Funktion ermittelt werden. Die charakteristische Funktion der Exponentialverteilung ist

φt(k) =
∫ ∞

0
exp(ikt)

1
τ

exp
(
− t

τ

)
dt =

1
1 − ikτ

(6.59)

Die charakteristische Funktion der Summe z =
∑n

i=1 ti = nτ̂ ist somit

φz(k) =
1

(1 − ikτ)n
. (6.60)

Durch Rücktransformation ergibt sich die Verteilung der z zu

gz(z) =
1
2π

∫ ∞

−∞

exp(−ikz)
(1 − ikτ)n

dk =
1

(n − 1)!
zn−1

τn
exp

(
−z

τ

)
(6.61)
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τ̂ ist also auch effizient. V [τ̂ ] = τ2
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Estimator for Mean of Exponential PDF (3) 
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Abbildung 6.2: Schätzung des Mittelwerts einer Exponentialverteilung mit dem ML-
Prinzip (siehe Text).

Transformation auf die Variable τ̂ = z
n liefert die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für

die ML-Schätzwerte
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Die Kurve in Abb. 6.2 (c) ist g(τ̂ ;n = 50, τ = 1). Sie liefert eine gute Beschreibung der in
den Monte-Carlo-Experimenten gefundenen Verteilung. Abb. 6.2 (d) zeigt g(τ̂ ;n, τ = 1)
für n = 2, 5, 20, 50. Wie man sehen kann, nähert sich die Verteilung der ML-Schätzwerte
in der Tat für große n einer Gaußverteilung.

Anstelle der mittleren Zerfallszeit τ könnte man auch die Zerfallskonstante λ = 1/τ be-
stimmten. Der ML-Schätzer ist einfach λ̂ = 1/τ̂ wegen der Transformationsinvarianz. Die
Verteilung der Schätzwerte λ̂ ergibt sich zu
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Motivation 
Consider n independent measurements  x1, ..., xn,  from Gauss PDF  f(x;µ,σ2)  

The Log-Likelihood Function is given by: 

Estimator for Mean and Variance of Gauss PDF 

Set derivatives w.r.t.  µ, σ2  to zero, and solve equations 
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Den ML-Schätzer µ̂ für den Mittelwert erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von
logL nach µ:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ̂

=
n∑

i=1

(xi − µ̂)
σ2

(6.45)

⇒ µ̂ =
1
n

n∑

i=1

xi (6.46)

Der ML-Schätzer für den Mittelwert einer Gaußverteilung ist also das arithmetische Mittel.
Wir wissen bereits, dass dieses ein unverzerrter und effizienter Schätzer ist.

Den ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von logL
nach σ2:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂σ2

∣∣∣∣
σ2=σ̂2

(6.47)

⇒ σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.48)

Wir hatten bereits in Abschnitt 5.5 gesehen, dass

E
[
σ̂2
]

=
n − 1

n
σ2 (6.49)

Der ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz einer Gaußverteilung ist also verzerrt, wobei die
Verzerrung asymptotisch verschwindet. Die Varianz der Stichprobe

σ2
S =

1
n − 1

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.50)

andererseits ist unverzerrt (Abschnitt 5.5), jedoch nicht der ML-Schätzer.

6.4.2 Lebensdauer eines instabilen Teilchens

Wir betrachten eine Meßreihe von Zerfallszeiten {t1, ..., tn} für instabilen Teilchen einer
bestimmten Sorte. Als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nehmen wir die Exponentialver-
teilung an

f(t; τ) =
1
τ

exp
(
− t

τ

)
. (6.51)

Gesucht ist der Mittelwert τ . Die logarithmische Likelihood-Funktion ist

logL(τ) =
n∑

i=1

log f(ti; τ) =
n∑

i=1

(
log

1
τ
− ti

τ

)
= n log

1
τ
− 1

τ

n∑

i=1

ti (6.52)

Als ML-Schätzer τ̂ ergibt sich damit

0 =
∂ logL(τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=τ̂

= −n
1
τ̂

+
1
τ̂2

n∑

i=1

ti (6.53)

⇒ τ̂ =
1
n

n∑

i=1

ti. (6.54)

6.4. BEISPIELE VON ML-SCHATZERN 111

Den ML-Schätzer µ̂ für den Mittelwert erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von
logL nach µ:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂µ
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i=1

(xi − µ̂)
σ2

(6.45)

⇒ µ̂ =
1
n

n∑
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xi (6.46)

Der ML-Schätzer für den Mittelwert einer Gaußverteilung ist also das arithmetische Mittel.
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E
[
σ̂2
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n
σ2 (6.49)
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Motivation 

Arithmetic mean is estimator for   µ, hence consistent and unbiased 

But estimator for variance σ2 is biased 

only asympthotically  unbiased:  b→0 für n→∞.   

Reminder: 
is unbiased estimator for variance 

Estimator for  Mean and Variance of Gauss PDF (2) 
Yields the maximum likelihood estimators: 



Motivation  Properties of ML Estimators  

if exectation value and variance of estimator finite  
and sample space independent  of parameter 

Efficiency: 

Consistency: 

Bias: No general statement possible.  Investigate with  MC method 
Asymptotically (nà∞) unbiased if consistent. 
 

If an efficient estimator exists it is given by ML method 
(if sample range independent of parameter)  
Efficiency à 1  for nà∞.  

Asymptocially (nà∞ )  it holds. WDF für ML-Schätzer: 

PDF for estimator converges Gauss PDF. 

Likelihood à Gauss and log-Likelihood à parabola 
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Nach Gl. 6.19 ist A in diesem Grenzfall aber konstant:

A = −E

[
∂2 logL

∂θ2

∣∣∣∣
θ̂

]
=

1
V [θ̂]

(6.26)

Damit folgt

∂ logL
∂θ

∣∣∣∣
θ

=
1

V [θ̂]
(θ̂ − θ) (6.27)

Durch Integration über θ ergibt sich

logL(θ) = logL(θ̂) − (θ̂ − θ)2

2V [θ̂]
(6.28)

wobei der erste Summand auf der rechten Seite die Integrationskonstante ist. Es folgt
weiter

L(θ) = L(θ̂) exp

(
−(θ̂ − θ)2

2V [θ̂]

)
(6.29)

Im Grenzfall n → ∞ geht die Likelihood-Funktion also in der Tat in eine Gaußverteilung
über, deren Varianz gerade die Varianz des ML-Schätzers ist.

6.3 Varianz von ML-Schätzern

Mit dem ML-Schätzer θ̂(x1, ..., xn) kann zu jeder gegebenen endlichen Stichprobe {x1, ..., xn}
der ML-Schätzwert berechnet werden. Hier geht es nun um die Unsicherheit dieser Schätzung
und damit um die Frage, welchen Fehler wir für den ML-Schätzwert angeben. Die Unsicher-
heit drückt sich darin aus, dass der Wert des ML-Schätzers von Stichprobe zu Stichprobe
variiert. Im einfachsten Fall können wir also die Varianz V [θ̂] bzw. die Standardabweichung

σθ̂ =
√

V [θ̂] von θ̂ als Maß für die Unsicherheit angeben. (Es kann aber auch notwendig
und sinnvoll sein, asymmetrische Fehler anzugeben.) Das Ergebnis der Schätzung wird
dann angegeben als

θ = θ̂ ± σθ̂. (6.30)

Dies ist keine Aussage darüber, dass der wahre Wert von θ mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit in diesem Intervall liegt, sondern darüber, dass bei Wiederholung der Messung
die Schätzwerte mit der angegebenen Standardabweichung streuen werden. Daraus kann
dann, wie später gezeigt wird, ein Konfidenzintervall für den wahren Wert abgeleitet wer-
den. Der Anteil der Schätzungen, die innerhalb einer Standardabweichung liegen, hängt
von der Form der Verteilung der Schätzwerte ab. Wenn diese Verteilung nicht gaußförmig
ist, dann gibt man statt der Standardabweichung σθ̂ üblicherweise das Intervall an, in
dem 68.3% der Schätzwerte liegen, wie es bei der Gaußverteilung für das 1σθ̂ Intervall der
Fall ist. Da die Verteilung der ML-Schätzwerte asymptotisch gaußverteilt ist, fallen beide
Verfahren für große Stichproben zusammen.
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dem 68.3% der Schätzwerte liegen, wie es bei der Gaußverteilung für das 1σθ̂ Intervall der
Fall ist. Da die Verteilung der ML-Schätzwerte asymptotisch gaußverteilt ist, fallen beide
Verfahren für große Stichproben zusammen.



Motivation Bayesian Parameter Estimator 
“Likelihood principle”:  the results of the measurments is summarised by  
 the likelihood function 

Knowledge about parameter updated via Bayes theorem: 

Bayesian parameter estimate, by maximising the posterior probability  

How to choose prior p(q)?  Often π(θ) = constant considered.  

Then maximum likelihood and Bayesian estimators identical: 



Example for Parameter Estimation 

Four different a-priori probabilities 
for Bayesian estimate  
normalised in range  5 to 105  
 
uniform, 1/x, x2, ln(x) 

x
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

)
θ(

Π

0.005
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0.025 uniform

x
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Log(x)
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θ

L(
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0.2

Frequentist: maximise likelihood       Bayesian: maximise posterior probability  
  
Estimation of  mean value θ  of  Gaussian PDF 
Resolution σ = 20.         Sample mean yields: x =25 

Consider two sample sizes: n= 1 (100)   
 
à Likelihood functions  are  
     Gaussians with σ/√n = 20 (2)  

likelihood(x;θ) 
n=1 
n=100 

θ 

θ 



 Parameter Estimation - Posterior Probabilities 
Sample size n = 1   
Large spread in posterior prob.  
 
Significant dependence of mode   
on a-priori probability 

Small dependence of mode 
on prior probability 

x
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For sample size n à infinity  Bayesian and Frequentist results identical 
Bayesian with uniform a-priority prob. and Frequentist numerical identical   
Exception: in special situations e.g. close to a physical boundary 
But interpretation is always different in both schools 

Significant dependence of mode   
on a-priori probability 

Large samples size n = 100 
Small spread in posterior prob.  

θ θ 



Interpretation of CI: Frequentist  and  Bayesian  

Frequentist:  - objects to / can not make probability assignment to true values  
                     - construct a confidence interval CI  [a,b]  at xy% CL from data   
                        in such a way that in a sequence of repeated identical measurements  
                        the fraction xy% of such intervals contains the true value  
                     - ”the coverage probability of the interval is XY %“ 
                     -  no problems with “empty” intervals:  mν

2  < -1 eV2,   s < - 0.3  @95% CL 

Bayesian:     - wants to make statement about probability of true value 
                       from single measurement 
                     - credibility interval / Bayesian confidence interval [a,b] at xy% CL   
                     - probability / degree of belief that true values lies in [a,b] is xy% 
                     - coverage and outcome of not observed experiments not interesting 
                     - all information is in observed likelihood function à likelihood principle 
                     - „empty“ intervals are meaningless in Bayesian interpretation 
                        but are avoided by an apropiate prior probability  

CI: Attempt for a probability statement connecting  measurement with true value  



Consider:   estimate  for parameter θ   and measured value 

Need PDF for estimate for all possible true values θ

Specify tail probabilities  e.g. α =β = 0.025 (0.16) and determine  
functions uα(θ) und vβ(θ) with: 

Classical Frequentist Intervals 
Neyman construction for equal tailed  CI at CL = 1 – α –β = 1- γ    α=β=γ/2    

for α = 0 ,   uα(θ) à inf   à  ]- inf., b]   „upper limit b“ 

for β = 0 ,   vβ(θ) à - inf   à [a, + inf]   „lower limit a“ 



Boundaries of confidence interval given  
by intersect of observed value 
with confidence belt à [a,b]  

Region btw. uα(θ) and vβ(θ) is the confidence belt 

Correct coverage  
by  construction 
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θ̂ vorhersagen. Auf der rechten Seite von Abb. 8.1 ist diese Verteilung beispielhaft für den
ML-Schätzer θ̂ des Mittelwerts einer Exponentialverteilung für vier verschiedene wahre
Werte θ des Mittelwerts dargestellt (siehe Abschnitt 6.4.2, Gl. 6.62; um der allgemeinen
Nomenklatur zu folgen, wird τ hier durch θ ersetzt). Als Stichprobenumfang wurde hier
n = 20 gewählt, so dass die Verteilungen deutlich von der Gaußverteilung abweichen. In
jeder dieser Verteilungen g(θ̂; θ) kann nun zu jedem α,β mit 0 ≤ α,β ≤ 1 ein Intervall
[lβ , uα] so bestimmt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ kleiner als lβ
zu erhalten gerade β ist und die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ größer als uα zu
erhalten gerade α ist:

α = P (θ̂ ≥ uα(θ)) =
∫ ∞

uα(θ)
g(θ̂; θ)dθ̂ = 1 − G(uα(θ); θ) (8.2)

und

β = P (θ̂ ≤ lβ(θ)) =
∫ lβ(θ)

−∞
g(θ̂; θ)dθ̂ = G(lβ(θ); θ) (8.3)

G ist hierbei die kumulative Verteilungsfunktion zu g(θ̂; θ). Der Wert von lβ bzw. uα hängt
natürlich vom wahren Wert θ ab, so dass lβ(θ) und uα(θ) als Funktion von θ geschrieben
werden. Auf der linken Seite von Abb. 8.1 sind lβ(θ) und uα(θ) dargestellt. Nach Konstrul-
tion ist für jeden beliebigen wahren Wert θ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert θ̂
in dem Band zwischen lβ und uα (dem sogenannten Konfidenzband) liegt

P (lβ(θ) ≤ θ̂ ≤ uα(θ)) = 1 − α − β (8.4)

Unter der (in aller Regel gerechtfertigten) Annahme, dass lβ(θ) und uα(θ) monoton stei-
gende Funktionen sind existieren Umkehrabbildungen

a(θ̂) ≡ u−1
α (θ̂) (8.5)

b(θ̂) ≡ l−1
β (θ̂). (8.6)

Damit gelten die Äquivalenzen

θ̂ ≥ uα(θ) ⇔ a(θ̂) ≥ θ (8.7)
θ̂ ≤ lβ(θ) ⇔ b(θ̂) ≤ θ, (8.8)

und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)

oder äquivalent

P (a(θ̂) ≤ θ ≤ b(θ̂)) = 1 − α − β. (8.11)

Man beachte, dass dies immer noch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über θ̂ bzw. a(θ̂)
und b(θ̂) ist. Für jeden gegebenen Wert von θ sind die Schätzwerte θ̂ so verteilt und die
Funktionen a und b so konstruiert, dass diese Wahrscheinlichkeitsaussage gilt. Sie gilt also
insbesondere für den unbekannten wahren Wert von θ. Dies ist der Kern des Verfahrens. Bei
Wiederholung der Messung ist die Wahrscheinlichkeit, dass das aus der Messung abgeleite-
te Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] den wahren Wert enthält, gerade 1−α−β. Das bedeutet natürlich
auch, dass man in einem Bruchteil α+β der Messungen ein Intervall herausbekommt, das
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For all possible true values θ holds: 
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natürlich vom wahren Wert θ ab, so dass lβ(θ) und uα(θ) als Funktion von θ geschrieben
werden. Auf der linken Seite von Abb. 8.1 sind lβ(θ) und uα(θ) dargestellt. Nach Konstrul-
tion ist für jeden beliebigen wahren Wert θ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert θ̂
in dem Band zwischen lβ und uα (dem sogenannten Konfidenzband) liegt

P (lβ(θ) ≤ θ̂ ≤ uα(θ)) = 1 − α − β (8.4)

Unter der (in aller Regel gerechtfertigten) Annahme, dass lβ(θ) und uα(θ) monoton stei-
gende Funktionen sind existieren Umkehrabbildungen

a(θ̂) ≡ u−1
α (θ̂) (8.5)

b(θ̂) ≡ l−1
β (θ̂). (8.6)

Damit gelten die Äquivalenzen

θ̂ ≥ uα(θ) ⇔ a(θ̂) ≥ θ (8.7)
θ̂ ≤ lβ(θ) ⇔ b(θ̂) ≤ θ, (8.8)

und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)

oder äquivalent

P (a(θ̂) ≤ θ ≤ b(θ̂)) = 1 − α − β. (8.11)

Man beachte, dass dies immer noch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über θ̂ bzw. a(θ̂)
und b(θ̂) ist. Für jeden gegebenen Wert von θ sind die Schätzwerte θ̂ so verteilt und die
Funktionen a und b so konstruiert, dass diese Wahrscheinlichkeitsaussage gilt. Sie gilt also
insbesondere für den unbekannten wahren Wert von θ. Dies ist der Kern des Verfahrens. Bei
Wiederholung der Messung ist die Wahrscheinlichkeit, dass das aus der Messung abgeleite-
te Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] den wahren Wert enthält, gerade 1−α−β. Das bedeutet natürlich
auch, dass man in einem Bruchteil α+β der Messungen ein Intervall herausbekommt, das
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natürlich vom wahren Wert θ ab, so dass lβ(θ) und uα(θ) als Funktion von θ geschrieben
werden. Auf der linken Seite von Abb. 8.1 sind lβ(θ) und uα(θ) dargestellt. Nach Konstrul-
tion ist für jeden beliebigen wahren Wert θ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert θ̂
in dem Band zwischen lβ und uα (dem sogenannten Konfidenzband) liegt
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a(θ̂) ≡ u−1
α (θ̂) (8.5)
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Damit gelten die Äquivalenzen
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und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)

oder äquivalent

P (a(θ̂) ≤ θ ≤ b(θ̂)) = 1 − α − β. (8.11)

Man beachte, dass dies immer noch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über θ̂ bzw. a(θ̂)
und b(θ̂) ist. Für jeden gegebenen Wert von θ sind die Schätzwerte θ̂ so verteilt und die
Funktionen a und b so konstruiert, dass diese Wahrscheinlichkeitsaussage gilt. Sie gilt also
insbesondere für den unbekannten wahren Wert von θ. Dies ist der Kern des Verfahrens. Bei
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Motivation Construction of CI for Exponential PDF  
ML-Schätzer Estimator = arithmetic mean of lifetimes 
PDF for ML estimator is special case of gamma function  

PDF for NSP=5 various true lifetimes            for true lifetime = 4,various NSP 
 
for NSP à ∞  PDF converegs to Gausian PDF due to Central Limit Theorem  



Motivation 
Construction of confidence belts for exp. pdf PDF for ML-estimator for various  true life times for sample size NSP = 20 

Construction of CI for Exponential PDF (2)  

Confidence belt:  uα and lβ

Confidence interval [a,;b]



Motivation 
Construction of confidence belts for exp. pdf Comparison of CI from estimator ±  1 standard deviation (triangles) 

                             and from correct Nyman Construction  (points)  

for finite/small  n = NSP  
Ø  correct Neyman CI longer 
Ø  coverage of naive CI  
     smaller than claimed CLl  

Construction of CI for Exponential PDF (3)  

for n = NSP à ∞   both CI get  
identical as PDF for estimator  
à Gauss-PDF fGauss 



Motivation 
Construction of confidence belts for exp. pdf Result from experiment is posterior PDF for true parameter value θ 

Bayesian Credibility Interval  

Integrate  posterior PDF to get  CI [a,b]  at credibility CL = 1 -  α – β   

Implement physical boundary via π(θ):  π(θ) = 0 in unphysical region 
Repeatability of experiment and coverage is not of (main) interest for Bayesian 
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